
Zapǐste prostorovou oblast pomoćı nerovnost́ı:

1. Koule x2 + y2 + z2 ≤ 9.

Kulová plocha : x2 + y2 + z2 = 9 ⇒ z2 = 9− x2 − y2 ⇒ z = ±
√

9− x2 − y2

Pr̊umět plochy do roviny xy (tj. z = 0) :
x2 + y2 = 9 ⇒ y = ±√9− x2 nebo x = ±

√
9− y2

−3 ≤ x ≤ 3

−√9− x2 ≤ y ≤ √
9− x2

−
√

9− x2 − y2 ≤ z ≤
√

9− x2 − y2

nebo

−3 ≤ y ≤ 3

−
√

9− y2 ≤ x ≤
√

9− y2

−
√

9− x2 − y2 ≤ z ≤
√

9− x2 − y2

2. Prostorová oblast ohraničená plochami dvou paraboloid̊u x2 + y2 − z = 0, x2 + y2 + z = 8.

x2 + y2 − z = 0 ⇒ z = x2 + y2

x2 + y2 + z = 8 ⇒ z = 8− x2 − y2.
Pr̊usečná křivka paraboloid̊u: x2 + y2 = 8− x2 − y2 ⇒ 2x2 + 2y2 = 8 ⇒ x2 + y2 = 4

−2 ≤ x ≤ 2

−√4− x2 ≤ y ≤ √
4− x2

x2 + y2 ≤ z ≤ 8− x2 − y2

nebo

−2 ≤ y ≤ 2

−
√

4− y2 ≤ x ≤
√

4− y2

x2 + y2 ≤ z ≤ 8− x2 − y2

3. Prostorová oblast ohraničená eliptickou plochou x2

25
+ y2

9
+ z2

4
= 1.

Z rovnice plochy vyjádř́ıme z : z = ±2
√

1− x2

25
− y2

9

Pr̊umět plochy do roviny xy : x2

25
+ y2

9
= 1.

−5 ≤ x ≤ 5

−3
√

1− x2

25
≤ y ≤ 3

√
1− x2

25

−2
√

1− x2

25
− y2

9
≤ z ≤ 2

√
1− x2

25
− y2

9

nebo

−3 ≤ y ≤ 3

−5
√

1− y2

9
≤ x ≤ 5

√
1− y2

9

−2
√

1− x2

25
− y2

9
≤ z ≤ 2

√
1− x2

25
− y2

9

4. Prostorová oblast ohraničená kulovou plochou x2 + y2 + z2 = 2 a kuželovou plochou
x2 + y2 − z2 = 0, z ≥ 0 (uvnitř kužele).

Pr̊usečná křivka (z rovnice kuželové plochy vyjádř́ıme z2 = x2 + y2 a dosad́ıme do rce kulové
plochy):
x2 + y2 + x2 + y2 = 2 ⇒ x2 + y2 = 1 ⇒ y = ±√1− x2

−1 ≤ x ≤ 1

−√1− x2 ≤ y ≤ √
1− x2√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

2− x2 − y2

5. Prostorová oblast ohraničená v I. oktantě rovinou x+ y + z = 2.

Pr̊umět do roviny xy : x+ y = 2 ⇒ y = 2− x ∧ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 (I. kvadrant)

0 ≤ x ≤ 2
0 ≤ y ≤ 2− x
0 ≤ z ≤ 2− x− y



6. Prostorová oblast ohraničená v I. oktantě plochami z = 2y2, 3x+ 4y = 12.

Pr̊usečnice roviny 3x+ 4y = 12 s rovinou xy : př́ımka 3x+ 4y = 12 ⇒ y = 3− 3
4
x.

Pr̊useč́ık této př́ımky s osou x : y = 0 ⇒ x = 4.

0 ≤ x ≤ 4
0 ≤ y ≤ 3− 3

4
x

0 ≤ z ≤ 2x2

7. Prostorová oblast ohraničená v I. oktantě plochami z = y + 1, z = y
2

a válcovou plochou

x2 + y2 = 9. Pr̊usečnice válcové plochy s rovinou xy : kružnice x2 + y2 = 9 ⇒ y =
√

9− x2

(I. kvadrant)
0 ≤ x ≤ 3

0 ≤ y ≤ √
9− x2

y
2
≤ z ≤ y + 1

8. Prostorová oblast ohraničená v I. oktantě plochami z = 1, x2 + y2 − z2 = 0.

Pr̊usečná křivka: x2 + y2 − 12 = 0 ⇒ x2 + y2 = 1.

0 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ √
1− x2√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1

Zapǐste prostorovou oblast pomoćı nerovnost́ı ve válcových souřadnićıch

1. Válec x2 + y2 ≤ 1 a roviny z = 0, z = 4.
Dosad́ıme: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= r2 ≤ 1 ⇒ r ≤ 1

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ ϕ ≤ 2π
0 ≤ z ≤ 4

2. Osmina koule x2 + y2 + z2 ≤ 4 v I. oktantu.

Dosad́ıme: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ+ z2 = r2
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
+ z2 = r2 + z2 ≤ 4 ⇒ z2 ≤ 4− r2

Pr̊umět koule do roviny xy : kruh x2 + y2 ≤ 4.
Dosad́ıme: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= r2 ≤ 4 ⇒ r ≤ 2.

0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ ϕ ≤ π

2

0 ≤ z ≤ √
4− r2

3. Válec x2 + y2 ≤ 1 v kouli x2 + y2 + z2 ≤ 9.

Dosad́ıme:
Válec: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= r2 ≤ 1

Koule: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ+ z2 = r2
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
+ z2 = r2 + z2 ≤ 9 ⇒ z2 ≤ 9− r2

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ ϕ ≤ 2π

−√9− r2 ≤ z ≤ √
9− r2



4. x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ 2x, z ≥ 0.

Dosad́ıme válcové souřadnice do prvńı nerovnosti: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ+ z2 = r2 + z2 ≤ 4 ⇒
z ≤ √

4− r2.
Druhá nerovnost - uprav́ıme na čtverec: (x− 1)2 + y2 ≤ 1
Dosad́ıme do p̊uvodńı nerovnosti: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2 ≤ 2r cosϕ⇒ r ≤ 2 cosϕ

0 ≤ r ≤ 2 cosϕ
−π

2
≤ ϕ ≤ π

2

0 ≤ z ≤ √
4− r2

Zapǐste prostorovou oblast pomoćı nerovnost́ı ve sférických souřadnićıch

x = r cosϕ sinψ
y = r sinϕ sinψ
z = r cosψ.

1. Koule x2 + y2 + z2 ≤ 4.

Dosad́ıme sférické souřadnice:
r2 cos2 ϕ sin2 ψ+r2 sin2 ϕ sin2 ψ+r2 cos2 ψ = r2 sin2 ψ

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
+r2 cos2 ψ = r2 sin2 ψ+

r2 cos2 ψ = r2
(
sin2 ψ + cos2 ψ

)
= r2 ≤ 4

0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ ϕ ≤ 2π
0 ≤ ψ ≤ π

2. Oblast je určena nerovnostmi 4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9 a lež́ı v I.oktantu.

V předchoźım př́ıkladu bylo vypočteno: x2 + y2 + z2 = r2

Dosad́ıme: 4 ≤ r2 ≤ 9 ⇒ 2 ≤ r ≤ 3

2 ≤ r ≤ 3
0 ≤ ϕ ≤ π

2

0 ≤ ψ ≤ π
2
.

3. x2 + y2 + z2 ≤ 1, x2 + y2 ≤ z2.

Dosad́ıme do prvńı nerovnosti: x2 + y2 + z2 = r2 ≤ 1 ⇒ r ≤ 1
Dosad́ıme do druhé nerovnosti: r2 cos2 ϕ sin2 ψ+r2 sin2 ϕ sin2 ψ = r2 sin2 ψ

(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
=

r2 sin2 ψ ≤ r2 cos2 ψ ⇒ sin2 ψ ≤ cos2 ψ ⇒ tan2 ψ ≤ 1 ⇒ tanψ ≤ 1 ⇒ ψ ≤ π
4

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ ϕ ≤ π

2

0 ≤ ψ ≤ π
4
.

4. Oblast ohraničená plochami o rovnićıch x2 +y2 +z2 = 16, y = 1√
3
x, y = x a lež́ıćı v I. oktantu.

Dosazeńı: x2 + y2 + z2 = r2 = 16 ⇒ r = 4

y = 1√
3
x ⇒ r sinϕ sinψ = 1√

3
r cosϕ sinψ ⇒ sinϕ = 1√

3
cosϕ⇒ tanϕ = 1√

3
⇒ ϕ = π

6

y = x ⇒ r sinϕ sinψ = r cosϕ sinψ ⇒ sinϕ = cosϕ⇒ tanϕ = 1 ⇒ ϕ = π
4

0 ≤ r ≤ 4
π
6
≤ ϕ ≤ π

4

0 ≤ ψ ≤ π
2
.


